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SULLE CONGRUENZE RETTILINEE w. 
Memoria di M a u r o P i o o n e (Pisa). 
Adunanza del x3 luglio ~9x3. 
PREFAZIONE.  
I~ ben nota rimportanza che alle congruenze rettilinee W (che sono quelle sulle 
cui falde focali si corrispondono le linee asintotiche) hanno conferito, fin dal i879 , 
principalmente l scoperte del BIA~Cm nella teoria delle trasformazioni delle superficie 
applicabili sulle quadriche. 
La teoria generale delle congruenze W~ secondo l'assetto datole dal BIANcm t), 
non potrebbe essere pifi agile e pifi elegante, ma~ disgraziatamente, tutte le volte che 
se ne tenta un'applicazione diretta la si trova assai poco arrendevole alle molteplici esi- 
genze della ricerca. Cosl, helle classiche ricerche sulle trasformazioni delle superficie a 
curvatura costante o, pill in generaie, delle superficie la cui curvatura riferita ai para- 
metri delle asintotiche ha l'espressione 
I 
+ +(v)/2 ' 
e in mold punti della teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili suUe qua- 
driche, vediamo il BIANCHI introdurre le congruenze W senza ricorrere aUe formole 
fornite dalla teoria generale~ ma escogitando, secondo i carl, nuove disposizioni ana- 
litiche. 
Una di queste disposizioni del BIANCHI pub essere con successo applicata aila co- 
struzione di una nuova teoria generale delle congruenze W 2), altrettanto semplice della 
classica, che con questa si integra per fornire, sembrami, un pifi vasto campo di ap- 
plicazioni possibili. 
Questa nuova teoria espongo al w I del presente lavoro. La connessione di questa 
~) L. BIaNCHI, Le(ioni di Geometria differen(iale (Pisa, Spoerri) [vol. I (2 a edizione, x9o2), vol. II 
(2 a edizione, x9o3), vol. III (i a edizione, x9o9)] , vol. II, cap. XVI. 
2) Vi sono stato, di necessit~t, condotto negli studi da me intrapresi per una teoria delle trasfor- 
mazioni asintotiche deUe superficie applicabili sulla piO generale rigata. 
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colla teoria delle deformazioni infinitesime deUe superficie viene rilevata in fine, mentre 
che per la teoria classica ne costituisce il fondamento. 
La teoria del ~ I consente di svolgere un calcolo la cui importanza ~ manifesta 
per le applicazioni alle trasfonnazioni asintotiche delle superficie e che, per quanto io 
so, non ~ stato mai intrapreso nelle condizioni pifi generali~ di svolgere cio~ il calcolo 
degli elementi relativi alla seconda falda focale di una congruenza f/: di assegnata prima 
falda. Le formole a cui si arriva (~ 3) sono ben semplici. 
Non mancano i problemi la cui soluzione ~ im'mediatamente raggiunta pplicando la 
teoria svolta in questo lavoro. Ed esempi ne adduco al w 2 e al w 4. AI ~ 2 ho fatto 
la ricerca di tutte le congruenze W a falde focali pseudosferiche. A1 ~ 4 ho completato 
la ricerca di tutte le congruenze IF" a falde focali rigate, solo in parte esaurita dal 
BIANCm 8) e dal SF.GRF. 4). 
Nuova teoria delle congruenze Hr. 
I 
L Si abbia una superficie S a curvatura negativa ~ e assunto su di essa a 
sistema coordinato (u, v) il doppio sistema delle sue asintotiche, il quadrato dell'elemento 
lineare della S sia rappresentato da 
ds 2 --- Edu"  + 2Fdudv  + Gdv  ~, 
e quello della sfera di raggio I, riferito alle linee u e v che corrispondono alle asinto- 
tiche di S nella sua rappresentazione sferica di GAuss, sia dato da 
ds~o --- edu  ~ + 2 ~/~ cos 2mdudv .q- gdv  ~ ( f=  VTicosm). 
Si avrA [BtAscm, loc. cit. *), vol. I, p. 156] 
E F G 
e T - T  = 
Rappresentino x, y, Z le coordinate di un punto della S; (X, Y, Z), (X,,  Y,, Z,), 
(X2, Y:, Z~) i coseni di direzione rispettivamente d lla normale ivi alia superficie delle 
direzioni delle linee di curvatura. Valgono le seguenti formole [BiAlqcm, loc. cit. '), vol. I, 
s) L. Bx~Ncm, a) Sur la diformation des quaclriques [Comptes rendus hebdomadaires des s6ances 
de l'Acad~mie des Sciences (Paris), t. CXLIII (2 e semestre I9o6), pp, 633-635]; b) Suite configura~ioni 
mobili di MSBxUS nel/e trasforma~ioni asintoticbe delle curve e clelle superficie [Rendiconti de1 Circolo Ma- 
tematico di Palermo, t. XXV (I ~ semestre I9o8), pp. 291-325], w 9. 
4) C. S~GRE, Le ~ongruen~e rettil~nee V/ aderenti a clue superfMe rigate [Atti della R. Accademia 
delle Scienze di Torino, vol. XLII (x9o6-9o7), pp. 539"55o]. 
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pp. I56 e 320]: 
(i) 
O~x ~-~ = p 1/e(X, cos ~ - -  X, sen @, 
a x r cos ,~ O v -- ? + X~ sen ,o), 
(2) 
a X _ l/e(X sen co + X cos ~ Ou - -  
O X, d X~ --  gesen o~ X, 
ON - -  ~ 
o x ,  = .4 x ,  - r ~ x,  Ou 
0 X -- l/g-(-- X sen ~ + X 2 cos ~), 
Ov 
OX' _ B X2 + r  
Ov 
0 X~ 
- -  - -  B X - -  l/g-cos ~ X,  
Ov 
e le analoghe per Y, Y,, Y,; Z, Z~, Z,, dove 
(3) 
od anche, per essere 
I o3co r e 03 log t/~ - 
.4 = 0---~ - -  g O v sen 2% 
i B = ~-~ - -0~ a log f~- sen 2 % O u  
Ou - -  2 Or  ' 
o)e3~ -- sen 2~ ( r  g ~ 2  0 l~ [/~- -  1221/~-  ) 0  u ' s), 
(3 ') 
valendo l'identit~t 
A - -  sen 2o~ ( /g  a log 1/~- + l l ; l / -~T  ) 
2 Ov  ' 
) 2 OU I 
OA OB 
0v + ~-~ + r  o, 
ore 8 designa il determinante d lla forma d s~o. 
Poniamo 
= =q,  
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x'algono inokre [BiaI<cnI, loc. ck. x), rot. I, p. 6j]  le identitY, 
i c) e 0 log r 0 e 0 log ? ~ log 0f, 
Ou - -  2--Ou-e + zpf, c )v -  c~v e Ou 
Of_  Ologl/~-e+ Ologl/~f+pg, ~f  c~logl/~f c)logl/p-g, 
(4) 8u - -  -- c) v c) u 0v--" q e Dr_ O v 0 u 
{0g 0 0 log 0g 0 log r 
c~-~ -- togov ?f Ou ~ g' ~ -- 2qf - -  2---~v---g. 
2. Dopo ci6 abbiamo premesso quanto occorre per una trattazione diretta del se- 
guente problema. 
Determinare tutte le congruence W aventi la superficie S per prima falda focale. 
Per ogni punto (u, v) della superficie S e nel piano tangente ivi alia superficie 
conduciamo un raggio, che potremo individuare assegnando l'angolo 0, compreso fra 
o e ,-:, ch'esso s colla direzione (X~, Y,, Z~); ~r .cosl a costruire la pi~ gene- 
rale congru.enza di raggi, avente S per prima falda locale. II problema che vogliamo 
trattare pub quindi anche cosl enunciarsi: 
Determinare la run,lone 0 (u, v) in guisa cbe la nominata congruenza sia W. 
Perverremo ad una sua soluzione imitando un procedimento ideato dal BtAscm 
[lot. cit. x), vol. II, pp. 76-8o e pp. 389-477] per la trattazione dello stesso problema 
in casi particolari celebri. 
Esso consiste nell'introdurre, oltre 0, le seguenti akre due funzioni incognite: il 
tratto locale t e l'angolo , dei piani focali. Le coordinate x', y', z.' del fuoco della 
congruenza, sulla seconda falda locale S', corrispondente al fuoco di coordinate x, y, ~, 
saranno 
I 
x' = x + t(X, cos 0 + X. sen 0), 
(5) y' = y + t(Y, cos 0 + Y, sen 0), 
:~' - -  ~ -+ t (Z, cos 0 -+ Z 2 sen O) ; 
e i coseni di direzione X', Y', Z', della normale nel punto x', y', Z' alla S', 
I X' - -  X cos. -+ (X, cos 0 - -  X, sen O) sen., (6) Y' = Y cos. + (Y. cos 0 - -  Y, sen O) sen *, 
I Z ' - -  Zcosn+(Z 2cos0-  Z, sen0) sen*. 
Le tre funzioni incognite 0, t, ~ dovranno soddisfare alle equazioni che proven- 
gono dall'esprimere chela direzione (X', Y', Z') 6 normale alia superficie S' e che Ia 
congruenza ~ W, il che equivale a dire che le linee u, v costituiscono, anche sulla S', 
il doppio sistema delle asintotiche. 
Queste due condizioni si traducono helle seguenti quattro equazioni: 
(7) SX,~X' . ,Ox' - -  - - -  O)  - - "  O)  
(8) s ~x' Ox' ~ o x' Ox' 
- -0 )  - - '0 .  Ou Ou S ~-~ Ov 
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Consideriamo le equazioni (7). Deriviamo le (5) rispetto ad u e rispetto a v, re- 
nendo conto delle identit~t (I) e (2), si troverfi: 
Ox' 
Ou - &t t~ '~0 - -  A )  01 X.t|/-esen(O + oO + X, lfl|/ecoso -37 ~cosO- -   sen 
o~t - -  A)cos 01, + +.senO + 
~x, l ~ tl~~ ) d v - -  X. t fig-sen (0 -- o 0 + X, - -  ? l/gcos o, + -~ cos 0 - -  \ v  -1- B sen 
l'-- o~t (d0)  I -}- X~ 8 |/g-sen co -]- ~ sen 0 -71- I ~ + B cos 0 a), 
e quindi le equazioni (7) si tradurranno nelle due seguenti Ira 0, t, , :  
I ~ A = l/e cot ~ Jr- sen (0 + co), 
+ B = cot ~ ~ sen (0 -- o). 
([) 
01 
Consideriamo ra le equazioni (8). Deriviamo le (6) rispetto ad u e rispetto a v, 
tenendo conto delle idemit~i 0 )  e (2); si avr~_ 
+ ~' l~~ ~ ( Czs~" ~ - '~n ~ ~~ . I - '~n ~ ~~ 0 ~ 0~- -  ~)I 
+X,  cos* 1/ecosco+cos O u! --  sen , sen O ~-u - -A  , 
1 ~ I 0X'___  Xsen,  + 1/g-cos (0 - -o  0 0v F~ 
-[- X, t - -  cos * (l/g-sen ~o + sen 0 ~)  - -  )f sen e cos 0 ~-~ Jr- B 
dopo di che, se si den conto ddle (I), si trover~ mediante facili riduzioni, che le equa-- 
zioni (8) d~nno luogo alle due seguenti: 
(lI*) 
i o~cot~ ~ cglogt = l /e l  I 
o~-~u - -]- t ~ u \sen 2 
I ~176 i~ ~l~ ( 1/- x 
dv t ~ = g Sen~- - - -  
\ 
) cos (o + 04 t = 
\ 
/ cos (0 --  ~,). t 2 / 
Concludiamo pertanto col teorema : 
Condizione necessaria e su~ciente affincbk le (5) rappresentino le equazioni della se- 
6) Non scriviamo, ora come sempre in seguito, le altre formole che si deducono dalle scritte, 
operando simultaneamente le sostituzioni circolari (x, y, Z), (X, Y, Z), (~, ~, ~). 
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conda falda focale S' di una congruenza HI" di cui S sia la prima falda focale ~ che Jra 
le fun~ioni O, t e ~ sussistano le rela~ioni ([) e (H*) 7). 
8. Prima di proseguire, in ulteriori deduzioni, 6 bene stabilire un gruppo di iden- 
tit~t preliminari che ci permetteranno di essere pi6 spediti nei calcoli. Osserviamo the 
nelle equazioni (I) e (If*) compaiono le seguenti espressioni: 
poniamo perci6 
1/esen C O + ~ 
l/~-sen ( 0 - -  ~0), 
r C o + co) = H, 
I/g-sen C 0 - -  o) = M, 
1/;cos ( 0 + 
(0 - 
1/ -cos (0 + ,o) =/c ,  
( 0 - ,o) = N;  
le identit~t a cui abbiamo accennato valgono ad esprimere le derivate delle funzioni 
H, K, M, N, per mezzo deUe funzioni stesse, delle funzioni ~ e t e degli elementi 
appartenenti alla S. 
Per ottenere queste identit~t, osserviamo anzitutto che dalle (I) e dalle espressioni 
(3) e C3') di A e B, si trae 
c~0 0~o 1 /g  $ log 1/~- ( -~t) Ou Ou Ov sen 2~o + H cot ,+  , 
o~--u + ~-u = - -  p sen 2 co + H cot ~ + , 
0--v + ~-v --- e d~ sen 2 co + M cot, - -  , 
0u ~= qsen2co+M cote - -  . 
~') Vogliansi le congruenze W le cui superficie focali S e S' hanno in punti corrispondenti eguali 
curvature. Nella relazione di RIBAuCooa [BIAI~CHI, IOC. tit. ~), vol. II, pag. 58] 
I . I sen4 
che lega le due curvature di S e S' in punti corrispondenti, si deve fare ? = re, con che si otterrh 
t--~- p sen* 
e quindi dalle (//*) 
i~ log cos~_ (x+cos~) 8~ ' 
ibu 
se ne deduce 
.i~logr i3c~ ~ ; 
82 ? 
~u~v ~ o, 
mentre le (I), la cui r differenziale risulta identicamente soddisfatta per le (H*), si scrivono 
~0 A V7 1 -{- cos o" sen (0 --1- to), 
u sen * 
~0 - i - -  cos ,  sen (0 - -  to). 
by  ~B=~/g  sen* 
Etc. [Cir. BIANCHI, IOC. cit. t), vo1. II, SS 249, 250]. 
g*nd. Cirr Maitre. 2~alermo, t. XXXVI I  ( t  ~ sere. 1914). - -  Stampato il 2t ottobre 1913. 28 
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Se dunque deriviamo rispetto ad u l'eguaglianza 
H- -  1/Tsen (0 -J- co) 
e teniamo conto delle identitfi. (4), avremo 
Oc) ug = 1/e 0 lOgou lie sen (0 + co) 27 l/ecos (0 -3 V ,o) ~ + 
(0 [ogr  ~u- /eg-~ -~ 20)K(  00 + 
__ H 010gr .3 f .p /+ (Hcos 2ea-  Ksen 2~0)+ HK (cot 
a ~  
-- __ HOl~ r ( /~-t ~ )Ou + Mp + HK cot~-~[ , 
e cos|, derivando rispetto a v, 
(0o c~ H _ l/eB log l/e- sen (0 + o) + 1/ecos (0 + o,) ~-~ 
Ov --  Ov 





= _ H 0 log 1/~- 
0v 
-- - -  H 0 log l/~- 
Ov 
-~- (H cos 2 co -- 0 log 0u 
0 log l/~- [ M Ou -Jr- MK ~cot ~ -- 
Ksen 2o0 - ]- KM(cot ~r - -  +)  
+). 
NeUo stesso modo si calcolano le derivate delle altre funzioni K, H, N e si trova: 
OH HO~logr ( +)  Ou- -  Ou +Mp+HK cot~+ , 








0K K 0 logr H , (  +) ,  O u =- -  ~ + N p - corer+ 
- -  K ~ l~ ]/~- N 0 l~ ~/~- HM(cot ~ -- +)  
- -  0v  0u  
- -  M 0 log I/~- H 0 log 1/~- + HN cot ~ -[- T ' 
- -  ,3u ~v  
_ MOlogr ( ot +) ~ +  Hq-{ -MN ~- -  , 
- - - -N  0 l~ I/~- K o l~ 1/~- HM(cot ,  + ~-)  
0u 0v  
_  logr ( +) 
b-F = c)v + Kq- -  M ~ cot~--  . 
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Rileviamo ancora le identidt 
(io) 
i H2+K2"- - -e ,  
,, HN + MK = 1/~ sen 2 0, 
I HM+KN- - f ,  
M~+N'=g,  
HN ~ MK = F'8, 
H M --  K N = - -  1/~ cos 2 0. 
4. Dopo le formole stabilite siamo in grado di discutere completamente l'integra- 
zione del sistema di equazioni (I) e (II*) e di vedere ch'essa equivale a quella di un'e- 
quazione di LAVLACE : Dell'equazione caratteristica rdativa ad una deformazione infinite- 
sima della S. 
A tal uopo cominciamo dall'osservare che se 0, t e ~ sono tre funzioni soddisfa- 
centi al sistema di equazioni (I) e (H*), esiste una funzione log + verificante le seguenti 
(ix) 
03 log + 031og t K(cot ~ + +)  
03u -- du 
031og+03v - -  031ogt03v N(cot~r - -+) .  
Ed invero, in virtfl delle (I) e (H*), sussiste l'identit~l 
~v [K (c~ ~ "Jr- +) ]  -- ~u IN(cot a -- +) ]  -'- o, 
03K 03N come subito si verifica valendosi anche delle espressioni di ~-  e di ~ fornite dalle 
(9): Si ha 
~v[K (c~ ~ + r  -- ~u [N(c~ ~ -- +) ]  
=- - I  K03 l~ I/~- N03 l~ I/~- ( +) I (  +)  03 v + 03 u + H M cot ~ -- cot ~ 21-- 
+KN se~ t ~ + 0 031og0 
t 03v 
-l t- IN 031~ 1/~ K03 I~/~- HM (cot ? ' (cot + + 
- -NK  - -  
se ~ -?- - -  t ~t=~ 
Introduciamo dunque questa nuova funzione incognita log+, definita dalle (xx). 
Si avr~l 
(~ 
t ,og,_  ,og+  (coto+§ -~- - - - -  Ou 
03 log t _ 03 log + (cot - -  
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e quindi dalle (II*): 
3cot~__ ? 31og++K cot~+ s~n~ , 
c)u -- t Ou 
(IiI) 3 cot ~ l~ o~ log + 
_ N(+cot~ I ) 
Ov t 3v sen ~ ~ " 
Dopo ci6 all'integrazione del sistema di equazioni (I) e (II*) 




30 H(cot ~ ? 
o30 M(cot,  +) ,  ~-~ + B = 
31ogt  o~log+ K (cot r 
c~u c3u 5-  ' 
Ov ~ Ov N cot ~ -- , 
I o~cot a l~ o~log+ (_~ I ) 
(m)  ou - t 0u +K ~ot~+~ , 
t (+ ') 3cote__ i~ 0log+ N cot~ - -  . 3v t Ov sen~ 
5. Dobbiamo ra esaminare l conseguenze differenziali delle equazioni (I), (II) e 
(III). Come conseguenza differenziale delle equazioni (I) troviamo 
c)A OB ~[H(cot~ +)] - -~0u[M(cot~- -  = 
che si vede subito essere un'identit~t, in virtt~ del[e equazioni (I) e (II*), ricordando le 
conseguenti identidt (9) e ricordando che 
3A 3B 
3 v -1" 3-~ + 1/~ = o, H N - M K = 1/8. 
Cosi pure, identicamente soddisfatta 6, come abbiamo visto, la conseguenza differen- 
ziale delle equazioni (H). Rimane dunque soltanto da esaminare la conseguenza diffe- 
renziale delle equazioni (HI). Questa 6 rappresentata d lla equazione 
c~[l~ Ologd  t_.K(i~cota4_ I '~']_1 o~['0 o31og'~ N(~cotr _I ~']__o. 
(I2) 0~7 t o~u - \ t --sen ~:A--  3t, t. t 8v \ t sen ~l_J 
Sviluppiamone il primo membro; si trova, tenendo cotito deUe equazioni (d), 
3v t 3u t 3v ] 
-- 2 t~ { 3~ log + 3 log + O log + _at_ o~ log 1/7 3 log + + 3 log 1/; 3 log +'~ 
5-  \ OuOv + c3~ 3v ~v O~ ~------d-- OF ] 
p" [KOlog+ NOlog+~ p cot~(NOlOg+ 01og+] 
+-V\ ~7 W]+7 \ 0~, +K--6-4-]' 
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0 v cot ~ -a t- ~ -3 w ~-  cot a sen 2 
i ( +)I(+ _ _ K0  log V~ + N ~ log r ~_ H M cot ~ - -  cot ~ + - -  c~v c~u 
i ( ') _ ,K  c9 log l/F c~ log 1/~- I-" H M cot ~ + cot ~, o~ + N o~ u . sen ' 
{ K o~ log 0 - -  ~cot r  -+-N 0 l~ ~'l HM ~ - - - -  t \ ~ --ffU--J -{-2 t ' 
K cot* + ~ + N cot * - = Ou ~ t sen2, ~-  N c~ l~ + KO~ log +'~ 
-Jr- ~ cot o (K0  l~ ? -it- N ~ )  ?cot , (N~l~- [ -Kcq l~ ' 
5-  0v  - -  5 -  -~-1  t ' 
ne segue, per essere 
HM -}- KN --  f, 
che il primo membro della (12) si scrive 
{c~' log .I e c~ log + c~ log + c~ log g'~- d log + c~ log 1/~- B log ~b + f )  
2 
e quindi chela conseguenza differenziale delle due equazioni (II D ~ rappresentata d lla 
seguente quazione di LAPLACE 
r + c) log l /~c~++ e~logl/p0+ 
(It,') &u~v Ov ~u Ou ~v +f+ --  o, 
a cui deve soddisfare la funzione ,~. 
6. Troviamo dunque che: Condizione necessaria ffinch~ il sistema di equazioni 
(.4) possegga un sistema di soluzioni nelle funzioni incognite 0, t, e ~ ~ che la fun- 
zione + sia una soluzione della equazione di LAPLACE (IV). Tale condizione ~ anche 
sufficiente per l'integrabilit~ del detto sistema, poich~, nell'ipotesi ch'essa sussista, le 
conseguenze differenziali delle equazioni (I), (H) e (III) riescono identicamente sod- 
disfatte ed il sistema potr~ quindi riguardarsi come un sistema ai differenziali totali, 
helle funzioni incognite 0, t e ~, illimitatamente integrabile. 
L'equazione ( IV) non ~ che l'equazione caratteristica relativa ad una deformazione 
infinitesima della S [BIANCHI, loc. cit. x), vol. II, w 226]. Possiamo pertanto enunciare 
il teorema : 
Per ogni fun~ione caratteristica ~ relativa ad una deformaxione infinitesima della S, 
il sistema di equa~ioni (.4) risulta illimitatamente integrabile; e la pii~ generale con- 
gruen~a IV, avente S come prima falda focale, si ottiene conducendo per ogni punto di S 
e nel relativo piano tangente un raggio che colla dire~ione (X,, Y,, Z,) di una delle 
linee di curvatura fa un angolo misurato dalla solu~ione O. 
Osserviamo inoltre che risultando il sistema (.4) iUimitatamente integrabile, si po- 
tranno in un punto di 5 arbitrariamente assegnare i valori delle funzioni 0~ t e ~ in 
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seguito a che esse risultano univocamente determinate; per cui, se ricordiamo [BIA~CHI, 
IOC. cit. ') ,  VO1. II, p. 52] che la pill generale congruenza W di prima falda focale S 
si ottiene conducendo per ogni punto di S, nel relativo piano tangente, il raggio nor- 
male alla direzione dello spostamento sublto dal punto in una deformazione infinitesima 
qualunque della S, potremo enunciare il teorema: 
Ira tutte le deformaz~ioni i finitesime di una superficie S appartenenti ad una deter- 
minata funzione caratteristica ve n'k una e una sola per la quale la congruenza W 
relativa ha in un punto di Sun  tratto focale arbitrariamente assegnato di grandezzA e 
di direzione, mentre i piani focali per questo fanno fra di loro un angolo pur esso ar- 
bitrariamente assegnato. 
2. 
Una pr ima applicazione: congruenze W a falde focali pseudosferiche. 
7. Vogliamo subito fare un'applicazione della teoria svolta nel precedente paragrafo 
alia determinazione di tutte le congruenze W aventi per falde focali due superficie 
pseudosferiche. 
Si sa [BiA~cm, loc. cit. '), vol. II, ~ 372] che: 
Ogni superficie pseudosferica S ~ prima falda focale di or congruence pseudosfericbe, 
rate a dire di oo ~ congruenze W per le quali le seconcle falde focali sono superficie pseu- 
dosfericbe di raggio eguale a quello di S. 
Questo teorema ~ stato il punto di partenza della teoria del BIANCm [loc. cit. I), 
vol. II, w 373 e segg.] delle trasformazioni di B;iCKLU~D per le superficie pseudosfe- 
riche di dato raggio. 
Si ~ naturalmente condotti a porvi la questione se non si possa, per mezzo di 
trasformazioni asintotiche s), collegare fra loro anche superficie pseudosferiche di di- 
verso raggio; ma a questa questione si risponde negativamente, come deriva dal se- 
guente teorema, che vogliamo dimostrare: 
Ogni congruen~a rettilinea W, per la quale le due falde focali sono superficie pseu- 
dosferiche, ~ una congruenza pseudosferica. 
Alia terza forma fondamentale di una superficie pseudosferica S di raggio ? si pub 
dare l'espressione 
ds~o - -  du ~ -]- 2cos 2odudv  + dv =, 
dove 2co ~ una soluzione dell'equazione 
0'(200) 
( I )  r -]- sen 2o "-- o, 
mentre l'equazione caratteristica relativa ad una deformazione infinitesima della S si 
s) Due superficie, falde focali di una congruenza W, si dicono runa trasformata asintotica dell'altra. 




~udv "Or- hb cos 2o, - -  o. 
Si considerino tutte le congruenze W aventi la superficie pseudosferica S per prima 
falda locale e domandiamo di determinare, fra queste, quelle per le quali anche la se- 
conda falda locale S' & pseudosferica. 
Indichiamo con l~' il raggio di S' e conserviamo le notazioni del paragrafo pre- 
cedente. Per la relazione di RIBAUCOUR [BIANCni, 1OC. cir. ~), VO1. II, p. 58] si ha: 
da cui, se si pone 
I sen 
r t '  
1/----~ "--" COS k) r 
k designando una costante reale (diversa da ~)  o puramente immaginaria, si ricava 
t sen ,  
O) T = ~os---~ " 
Introduciamo questo valore di t nelle equazioni ( I)  e (II*), esse .si tradurranno 
nelle seguenti 
(z) 
t O_~ __ A = H cos a + cos k 
sen  ff ) 
( c)~ _[_ B ._ M COS , - -  cos k 
sen ~ 
(H*) 
(cos k cos ~ - -  x) ~ - -  K sen ~ k, 
(cos k cos o + I) ~ v - -  N sen* k. 
Per k - -o  si avranno le congruenze pseudosferiche d l BIANCHI; supponiamo perci6 
k-76 o. Non potr/t, per una soluzione , delle ( I )  e (H,*) aversi 
coskcos(~ - -  I ~ o o coskcos(~ 71- I "-- o~ 
- -  - -o ,  e quindi, dalle (II*), K = N "--o, da cui per 2co che, ne seguirebbe ~ 0 v 
un valore multiplo di ~. 
Si potranno pertanto le (II*) anche scrivere 
0 ~ sen ~ k 
K, 
0 u cos k cos (~ - -  I 
(9 o sen* k 
N. 
= - cos k cos ~ + I 
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Da queste, ricordando che [formole (9) del ~ I] 
0 K cos r ~ cos k 
- -  HM 
0 v sen 
N _-- _ HM cos ,  + cos k 
0 u sen ,  
si trae la conseguenza differenziale 
(3) sen ~ k KN ~ t tM = o. 
cos 2kcOs ~a-  I 
Ora se neUe ( / / )  deI ~ I introduciamo il valore di t fornito dalla (2) si trovano, 
equa- per la funzione caratteristica + relativa alle congruenze W che consideriamo, le 
zioni 
01ogOe _ cos ksen~ K, 
3 u cos k cos ~ - -  I 
3 log + ~ cos k sen r N, 
0 v cos k cos ~ + I 
dalle quali segue, tenendo conto delle (II*) e della (3), 
3 2 log + 
-'--- O. 
Ou3v 
Dovr~t dunque + essere il prodotto di una funzione della sola u per una funzione 
della sola v; altrettanto seguiHt, dall'equazione ( IV. )  a cui soddisfa +, per la funzione 
cos 2co. Ora si vede subito~ tenendo conto dell'equazione ( i) ,  che questa conclusione 
assurda. Poich6, posto che sia 
cos 2,o = v ( . )  
l'equazione ( I )  si traduce nella seguente fra U e V: 
1/+--- U' V' = I - -  U2 V ~, 
che non pu6 essere soddisfatta kro che da U e V costanti. 
Ne concludiamo che le equazioni ( I )  e (II*) possono essere soddisfatte iilsieme 
soltanto quando sia k = o, ci6 che dimostra il teorema enunciato. 
8. Partendo dalle equazioni (I) e (II*) del w I si pu6 anche facilmente dimostrare 
il teorema : 
Una congruenZa W per la quale una ddle ./:alde focali ~ una superficie pseudosferica 
ed ~ costante o i l  tratto locale, o l'angolo dei piani focali, ~ una congruenKa pseudosferica. 
~3.  
Calcoli relativi alia seconda falda focale di una congruenza W 
di assegnata prima falda. 
9. Non ha bisogno d'essere rilevata l'importanza che deve avere, per lo studio 
analitico delle congruenze W e delle trasformazioni asintotiche delle superficie, il cal- 
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colo di elementi relativi alla seconda falda locale S' di una congruenza W', quando ne 
sia assegnata l  prima S. Questo calcolo vogliamo ora compiere. 
Converremo che indicando con una determinata lettera un certo elemento di S, 
quella stessa lettera con apice indichi l'elemento corrispondente di S', e conserviamo 
le notazioni del ~ I. 
In questo paragrafo svolgeremo il calcolo di 
E', F', G', e' f' g', ?', ?'l/~, p', q ', 
che troveremo espressi n modo semplice e simmetrico per mezzo delle funzioni 0, t, 
~, +, delle derivate di ~ e degli elemenfi della S. 
Nelle formole del ~ I, che d~nno le espressioni delle derivate di x', y', Z' e di 
X', Y', Z', poniamo in luogo delle derivate delle funzioni 0, t e ~ i loro valori forniti 
dalle equazioni (,4). Si trova 
8u ~'~' -- X.tH -- X.  t[ 8l~ cos0 + 1/Tcos~0cot*)- X, . t(~ug+ sen0 --  1/esencocot*) , 
t[ c)log+ senO + 1/gsenocovr) ax' = -- X'tM-- X "t( ~v+ C~ + l~c~176176 ) -- X" k-FF 
~u =~-sen'*lX'sen*(~u+ +Kc~176 + +Kc~176 sen~r.J 
cos~cosO Olog+ q._Kcot '~q_.HsenOqt , 
_ , -  
t l ~ av l 
+x~. cos~,cos01 alog+ N~ot,~+M~en0qt 
\ ~v I - -  sen~J)" 
Ne segue 
(~) 
V- Y E '=S\~- /  tl, o~u +Kcot ,  +se-~ ' 
F '=s~x '~x '__ t  2 cgl~ t Kcot* -t Ncot* q-se--h-r7 , c~u Ov o~u o~v 
G'---S\~-ffl[~ t2 cglog+c)V +Ncot ,  +se~,  ' 
laX'\' ?= t/o~log + )~ H* 1 e' --- S ~ ~- - )  --- sen4 ,~ --p- { \ -~- -  --]-- K cot * n t -~,  
e3u c )v -  sen*~- cgu ~Kcot~r \~- - __Ncot ,  +sen  *t '  
[ o~ X"~ .__ sen4 t?.~_ f/o~ log, ~ M' g'=S\--~-~-] {\ av +Ncot~ +se~rg  . 
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E quindi per la prima forma fondamentale d s '~ di S' si avr~t 
ds '2 t' --_ {dlogde + cot , (Kdu  + Ndv)t ~ + (HdUsen ~+ ,Mdv) ~ 
od anche, per le equazioni (II), 
t~ (Hdu + Mdv)L ds" = {dt + p(Kdu -- Ndv)l  ~ -Jr- sen~ 
Dalle formole precedenti si ricava subito la curvatura - - -  
I e' f' __g' 
?'~-- E' F' G ' '  
e quindi la relazione di RIBAUCOUR 
o)  ?= - -  
I della S', poich~ si ha: 
l~ '~ 
Dalle espressioni di l~' e die', f', g' si trae il valore dip' 1/~ che ~ il coefficiente 
del termine medio (quelli degli estremi sono nulli) della seconda forma fondamentale 
delia S', ma pifi rapidamente si trova ~' 1/~; dal calcolo deUe somme 
c)X' 0x' OX' Ox' 
- -S  0--u- ~v- -  S 0v 0u '  
e si ha: 
( log + Hc~ log + 1/~-co t ~) (3) ~'1/~-' = ~ sen~ M~-ou 0-~ " 
% 
xo. Passiamo ora al calcolo dip'  e di q'. Gli altri simboli di CHRtSTOFFEL relativi 
alia prima o alla terza forma fondamentale della S' si calcolano facilmente, non essendo 
essi, a meno del segno, che le derivate delie funzioni, gi~t calcolate, log l/T, log 1/~7~ ', 
log 1/i" i8'. 
Non cosl facile ~ il calcolo di p' e di q' che affrontato direttamente, dalle espres- 
sioni die', f '  e g', opporrebbe gravi difficoltL 
Un calcolo dei simboli p 'e  q' di elegante semplicit~t 6 offerto dall'applicazione d lle 
formole di LELiEOVRE. Prima per6 di svolgere quel calcolo in questo indirizzo, sara 
bene rammentare alcune identit~t e da esse dedurne delle preliminari conseguenze di
cui faremo uso sovente. 
I Se - -  ?---~ designa la curvatura della forma differenziale quadratica 
Edu ~ + 2Fdudv + Gdv ~, 
dalle identit~t [BtANCm, loc. cit. x), vol I, pag. 65] 
Oaa tilta ,~-tkI) a = + 
(i, k, l, ~= I, 2; a =E,  a ,2=F,  a , , - -G)  
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si deducono, come conseguenze differenziali, le seguenti 
~ llIl ~ tI2! ill} (17 } I121~ lTl(lliIl 512t~ E 
oh~f 2 ! - -  o~ut 2 ~ -[- f 2 - - i i t j  ~- - -  t 2 t /  +-~ -=0 ' 
12} F _ 
 17}- i7}-17} 17I ,. o, 
LtI2t tII t22t lI2 t f 
--0UITI -- OVt 2} + t 2It i t -- 17 It i t ?a -- O, 
t,2t ~22t o ~t7 I -  ~ + (IIii I --17}) + lI:l ( IT1-  171) + f ,~ t i5 =o.  
Scriviamo queste ukime identit:i pei coefficienti della forma ds~o del w I; avendosi 
nelle nostre notazioni 
171- , 
l':} 01~??  lI:l ~log l/~ 
tI~} Ologl/?8 t2:l Ologl/?8 
t - -  r  ' = c3v ' 
si otterrA 
o~p o~' log I/~ o~ log(? 1/8--) o~ log 1/p c9 log(? 1/~) 
~+ c~u' +P  0v ~u ~u e=o,  
tg' log (? 1/~) t9 log 1/~ o~ log 1/~ (4) ~u~v + Pq ~u ~v +f= o, 
c~ q ~" log 1/?- o3 log (? 1/~) e3 log l/p- c9 log (? 1/~) 
~+ c~v 2 +q cgu c~v c3v g--o. 
Nelle formole di LELIEUVRE compaiono le funzioni ~, m, ~ definite dalle eguaglianze 
= x1/~ ,~ = r r  ~ = zCF,, 
il cui uso nella teoria classica delle congruenze W [BIAsCHI, IOC. cir. '), VO1. II, 
cap. XVI] ha consentito la pifl grande semplicith ed eleganza nei calcoli. Ora, come le 
funzioni X, Y, Z soddisfano al sistema di equazioni 
~X_ex c32X c31ogr c3X -{-P~v 
c3u ~ -- o3u o3u 
O' X 0 log 1/~ 0 X c~ log 1/~- O X IX r = 
(5) OuOv - -  Ov Ou Ou Ov ' 
o3'X o3X o31ogr0X gX 
cost pure [e ~, ~, ~ soddisferanno ad un analogo sistema di equazioni, che si tratta 
di stabilire. Si ha 
X - -  ~-~, 
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da cui 
c) X ~ 8~ ~ Ologl/~ -:  c~X x c)~ ~ Ologf?-.~ 
c3~X i c3~ 20 l~162 I '[Ol~ 
r 0. 0,, V;' o . :  0, :  - f~  0 , :  
t'0 Ov "' 
0 u !~' 
sostituendo quindi nella prima equazione del sistema (5) si trova per ~ l'equazione 
log ,; o ogVr162 ) 
Ou ~-  Ou ou+Pb-v + Ou ~ Ou Ou P O~ e 6, 
la quale, ponendo 
r 
ove si tenga conto della prima delle identiut (4), si scrive 
0'~ Ologr O~ 0-7. [ Olog~ Op) 
Operando in modo analogo per le due ukime equazioni del sistema (5), si otterr~t 
per ~ il seguente sistema di equazioni 
(6) 0~ (pq 
Or" -- qc) u 
O~ (pOlogr  Op) 
Ou Ou Ov ~ "' 
0 logr O ~ [ 0 log r O q'~ 
e analogamente per ~ e [ 9). 
Ritornando ora alia congruenza W di falde focali S e S', scriviamo le equazioni 
(6) per la superficie S', porremo perci6 
~, = x,r  ~, = r 'vT, ~ '= z ' r  
9) I1 maggiore interesse alle equazioni (6), nelle applicazioni che ne ho fatto alla teoria delle 
trasformazioni asintotiche delle deformate delle rigate, viene conferito dalla circostanza che per r 
ciemi della ~ troviamo in esse equazioni e tre combinazioni: 
logr ~p ~ logr  ~ logr ~q 
P ~v ~v ' Pq ~u~v ' q ~u ~u '  
le quail, col sostituirvi r al posto di ~, coincidono, a meno del segno, coi coefficienti dell'equazione di 
2 ~ grado da cui ho fatto dipendere tM. PmONE, Sulle superficie flessibili ed inestendibili deformabili in 
rigate [Annali di Matematica pura ed appllcata, serie III, t. XXII (x9x4)] I il critefio per la deformabi- 
lit~ in rigata di una superficie. 
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e Si avra: 
0'~ ' Olog)-' cg~,'+p,O~' (p, 0 log r' Op"~ ,,
Ou ~-  c3u Ou O-v + ~v Or] ~' 
0~ ' (p, q, & log ~'~ ;, 
(6') ~Ouc3v -- __ OuOv ] "  
Ov ~0"~' =q,O~'o,, 0 log r 'ov O~'+Ov (q, 0 logr'ou Oq"~,;Ou] 
mentre che, per le formole di LELIEUVRE [BIANCHI, loc. cit. '), vol. I, w 77], potremo 
scrivere 
0~' 0 [ ' ,  





Ov 0~' 0~' 
Ov Ov 
x i. DaUe espressioni (7) e (8) dip' e di q' perverremo nel modo pifl rapido al 
loro calcolo. 
Si ricordi che [BIAIqCHI, loc. cit. '), vol. II, w 241 ] posto 
fra le ~' e ~ sussistono le relazioni lineari 
?7  = (~ - 0.'  
(9) t o~' ~ o-; O--F = --  (~ + ~'') + ~ '  
dalla prima delle quali si ricava, tenendo conto delle (6), 
0'~,'_[201og ~ . Ologr\O ~, O~.tOqog ~ [Olog~' 1' 01og7. Opl; 
+/k-N/ - /  •,,' t "  
OU OV r t ' 
71' Y' 
0~' 0~' , 
Ou Ou 
Ov 
- 0~'  Ox '  __ p_  0~ ' 
(7) p' =- -  r'S Ou~ Ou b~ 
e analogamenre icaveremo, dal|'ukima delle (6'), 
q' = - -  ?S~-~,  ~, o.~' (8) 
Ov 
0X'  Moltiplichiamo la prima equazione delle (6') per ~ e sommiamola alle altre due 
che da essa si ottengono perando simultaneamente le sostituzioni circolari (~, ~, [), 
(x, y, ~); si avr~l, poich~ 
S~' Ox' S' Ox' 0~' Ox' 0~' I 
- -  O ,  - -  O ,  S -  - -  - -  Ou Ou Ou 
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Si avrh quindi 
r__S__(uOlog~? +Ologr~ ~] __ 
[0,,[ 
Ma, per la prima delle (9), ~ 
e perci6 
O~' -- Ou 
Ou 








0~' - - - -  
Ou 
37; 
_t_t0 ~ log I O log ~\' cOlog r 3 p 
" 
Ologq~ r`' ['/ r` O'u [' 
Ou 
O log ~p ~-v 
---- ~Z,, -- -- _ ; 
oz., oZ., ~-  o~ 
-~- Ou 
p- - _  tO'log q~ [c)log~] ~ 
r -~- t  Ou +~,O~ I + -  
O oul~ r O c) ul~ ~ p~+~O logr O p I 
Conviene ora far ricomparire la funzione 
porre cio~ + 1/~- in luogo di % dopo di che sviluppando le derivate, ove si tenga conto 
della prima delle identitA (4), si troverh 
p' tO'log+ /'Olog +~ ' 
r ; - - (  Ou' "+'~, 8u ] -{ - - - - -  
0u + 
c) log r c) log d /+p 
Ou 0u 
Ologl/70u ) ~ -- 
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Si ha poi 
= - o r r lx cos 
= S~' o.~ o ,  ~ 
~ O u 03 u 
-[- (X~ cos 0 - -  X sen O) sen e I (X, cos co - -  X~ 
=_S~,  Ox_ 
03 u 
=S~'  o~ =b 
{~ re"~/7-~ + e3 log 1/?- 03 x 
S k 03v 03u 
03 log l/~- 
03u 




Ob__~u 03 ~ 03 ~ 
03v 03v 
= tl/-~ (M - -  
\ 
+ 0 log 1/,~ 03x~ 
du 03v] 
H 03 log f~- ) 
03v + l /~cot~ , 
sen co)= I/-?Ht, 
e quindi 
p' t03~ log + / c) log ~b ~ ~ 03 log r 03 log + p 03 l~ hb -.}-e}H 
t ry -P - -  Ou' + ~, 03u I + c)u 03u c )~ 
--Pl~[MC)l~ 03u n 81og+ 03~ 1/~-cot,) ; 
ma ~ [formola (3)] 
( io)  
I M 031~ + H ol~ l/~cot ~; 
t l / - f  i ;  - -  03 u 03v 
ne segue, se indichiamo con ~i,, ~b , += le derivate seconde covarianti della + prese 
rispetto alia forma d s~o, la semplice spressione finale dip ' :  
p, __ _ P + H(+,, Jr- e~b) 
O+ M - -H~ 1/~ cot ,
Con un simile procedimento si perviene alrespressione di q': 
~4. 
Applieazione: Congruenze W a falde foeali rigate. 
zu. Dopo i calcoli del precedente paragrafo alcune ricerche sono di immediato tom- 
pimento. 
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Vogliasi ad esempio risolvere il seguente problema: 
Determinare tam le congruenze W le cui falde focali sono quadriche. 
Bisogner~t perci6 assumere per prima falda locale S di una congruenza IV una 
quadrica e indi determinate la funzione caratteristica,  cui appartiene la deformazione 
infinitesima corrispondente alia congruenza, in modo che la sua seconda falda locale S' 
risulti altresi una quadrica. 
Ora perch~ S e S' siano entrambe quadriche ~ necessario e sufficiente che si abbia 
p=q- -o  e p ' - -q '=o ,  
e quindi, dopo le espressioni d ip '  e di q' fornite dalle (IO) e ( I I ) ,  ~ necessario e
sufficiente che, essendo p = q = o, la funzione caratteristica + soddisfi alle equazioni 
+.+g+=o. 
La funzione + dovr,t dunque soddisfare al sistema: 
+~2 -+-/+ = o, 
+.+g+=o, 
che ~ illimitatamente integrabile i l  cui integrale generale: 
+--aX+bY+cZ 
fornisce la funzione caratteristica relativa ad un movimento infinitesimo qualunque della S. 
Onde il teorema: 
Tutte le congruenze r ttilinee W le cui falde focali sono entrambe quadriche si ot- 
tengono facenclo subire ad una quadrica Q un movimento ~nfinitesimo arbitrario e con- 
ducendo per ogni punto M di O. quella tangente a O. che k perpendicolare alla direzione 
secondo cui si sposta M nel detto mov$mento. 
Questa costruzione per le congruenze W a falde focali doppiamente rigate ~ dovuta 
ai BIA~CHI to). Col nostro teorema si vede chela costruzione del BIANCHI fornisce tutte 
le congruenze ///: di questa specie. 
I8. Vogliamo ora Ilccuparci in modo speciale, per esaarirla completamente, delia 
seguente ricerca : 
A) Determinare tutte le congruenze W le cui falde focali sono rigate. 
Questo problema ~ stato considerato dal BtANCHt [IOC. cit. a), a)e  b)] e dal SF.GRE 
[loc. cit. 4)] e da entrambi gli autori risoluto nell'ulteriore ipotesi che sulle due falde 
focali si corrispondano le asintotiche rettilinee. Vedremo che, con questa ipotesi, non 
si risolve completamente il problema, poich~ riusciremo a costruire congruenze W a 
falde focali rigate, per le quali al sistema delle asintotiche rettilinee sopra una falda 
focale corrisponde sull'altra il sistema delle asintotiche curvilinee. La nostra costruzione 
fornir',i tutte le congruenze W di questa specie e vedremo che, mentre nel caso BiAlqCHb 
~o) L. BI~NCm, Ricerche sulla deformazjone d lle quadriche [Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, t. XXII (2 ~ semestre x9o6), pp. 75-96] w i2. 
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SEGR~ una qualunque rigata pu6 assumersi come prima falda locale della congruenza, 
nel nostro la rigata deve soddisfare ad una condizione. 
Le formole del ~ 3 ci consentono di rapidamente risolvere il problema A) sia nel 
caso BIANCHI-SEGRE che neli'altro. 
Ma prima conviene premettere l osservazioni seguenti. 
Se + 6 la funzione caratteristica  cui appartiene una deformazione infinitesima 
della superficie S, le espressioni 
D o=- (+, ,+e~b) ,  D' o - - - (+ ,~+f+)=o,  D~'=- - (d t ,~+gq0 
dfinno i coefficienti della seconda forma fondamentale della superficie S, associata lla 
S in quella deformazione infinitesima [BIA~CHt, 1OC. cit. '), vol. II, ~ 225]. La S O ha 
in comune colla S la terza forma fondamentale, per cui, se scriviamo che Do, D' o e 
D~ soddisfano alle equazioni di CODAZZI, si avrA che: 
Per ogni soluzione + dell'equazione 
+,, +f+ --  o 




0v(+,, + ~+) + 
~(+,, + g+) + - -  
c) log 1/~-(d ~
ov ,-,, + ~+) + p(L, + g+) = o, 
,3. . .~  + g,.l,) + q(,~,, + ~+) = o. 
II punto di vista dal quale a noi occorre considerare l  identiul ( i )  e (2) ~ per6 
il seguente: Si abbia il sistema simultaneo di equazioni alle derivate parziali 
+,,+e+-- %, 
+i~ -]-f+ ----- o, 
W designando una funzione assegnata di 
o+ 0+. 
u, v, q,, -0~ e o r ,  
quali sono le conseguenze differenziali di queste due equazioni? Per ottenerle non si 
avr~ che a sostituire nella (i), in iuogo di +,, + e•, la funzione assegnata ~" e si 
otterr~. 
0IF 1 c)l~ 1/? ~V- + p(+~, Or-g+) --  o. 
(I') Ov + Ov 
Analogamente la conseguenza differenziale delle equazioni del sistema 
+l~+f+ =o, 
+, ,+g+= v~, 
la seguente 
(2') O W,Ou -1 O l~ l/~ ~F~ -l- q(+" + ed?) -= 
14. Ci6 premesso, consideriamo anzitutto it problema A) nel caso BIANCm-SE~aE. 
Affinch~ in una congruenza IV le due falde focali S e S' siano entrambe rigate 
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e alle asintotiche rettilinee v = cost. suli'una corrispondano sull'altra le asintotiche ret- 
tilinee, ~ necessario e sufficiente che si abbia 
p - -o ,  p '=o;  
cio& che, essendo p - -o ,  + soddisfi simultaneamente alle seguenti due equazioni alle 
derivate parziali del 2 ~ ordine: 
(3) J +'' + e+ = o, 
r +,2 +f+ =o.  
Queste due equazioni alle derivate parziali del 2 ~ ordine costituiscono un sistema in 
involuzione; poich6, per essere p = o, la loro conseguenza differenziale (~') h identi- 
camente soddisfatta. Esiste dunque per le equazioni (3) una soluzione comune, ed essa 
dipende da una funzione arbitraria di una variabile '~). Si ha pertanto il teorema di 
BIASCHI [loc. cit. a), b)]: 
Ogni superficie rigata S pub assumersi come prima falda focale di una congruenza 
W la cui seconda falda focale S' ~ altresi rigata, alle asintotiche rettilinee di S corri- 
spondendo le asintoticbe rettilinee di S'; gli elementi determinanti la congruenza conten- 
gono una funzione arbitraria di una variabile. 
Le quantM [BIANCm, loc. cit. '), vol. II, ~ 231 ] 
+ e+), o, - +g+)  
rappresentano, rispettivamente, l'accrescimento sublto dai coefficienti D, D', D" della 
seconda forma fondamentale di S nelle deformazioni infinitesime appartenenti alia fun- 
zione caratteristica +; se dunque ~b soddisfa alle (3), la rigata S subir~t una corrispon- 
dente deformazione infinitesima nella quale le generatrici rettilinee si mantengono ri- 
gide~ e viceversa. Ne segue, dai risultati precedenti~ l'elegante enunciato del BtANCHt 
[loc. cit. a), a)]: 
Assoggettando una rigata S ad una deforma(ione infinitesima che lasci rigide le ge- 
neratrici e conclucendo per ogni punto di S e nel relativo piano tangente un raggio nor- 
male alla direzione dello spostamento subito da quel punto, si ottiene la piit generale con- 
gruen~a I47 avente, per seconda falda focale, una rigata S' le cui generatrici corrispon- 
dano a quelle di S. 
Le deformazioni infinitesime di una rigata S, di cui sono note le asintotiche, si 
hanno con quadrature [BIAlqCHI, 1OC. cit. =), VO1. II, w 232], quelle fra queste che la- 
sciano rigide le generatrici si hanno con tre quadrature. Invero, gli accrescimenti ~ I', 
I"' di D e D" in una deformazione infinitesima della S si ottengono integrando le 
equazioni 
0 r c3 log 1/? r - -  o, 
Ov ~v 
V" c) log 1/?- r,, __ o, 
o3v qr  ~u 
xx) E. GOURSAT, Ler sur l'intdgration des dquations aux d&iv&s partielles du second or&e, t. II 
(Paris, Hermann, 1898), Chap. VI, ~S x22 e segg. 
SULLE CONGRUENZE RETTILINEE ]'H. 235 
dalle quali, per le deformazioni che lasciano rigide le generatrici, si trae 
r=o,  r "  = ~v(v) ,  
V(v) designando una funzione arbitraria della sola v, e quindi, per la funzione carat- 
teristica, 
+ = SxoX, 
dove Xo, Yo, ~o si hanno [BIANCHI, loc. cit. '), vol. II, ~ 23i], rispettivamente con una 
quadratura, dalle equazioni 
OXo OXo = V70x  
Ou = o, • 0--;* ' 
Oyo Oyo -0y  
O~ - -  Ou Ov --  Vr 
3;(0 = o, 3G -OK 
Ou Ov = Vr ~--~. 
La soluzione + del sistema in involuzione (3) si ha dunque con tre quadrature. 
15. Passiamo ora alia ricerca di congruenze W le cui falde focali S e S' sono su- 
perficie rigate, ma per le quali le asintotiche sono in una tale corrispondenza che al 
sistema delle asintotiche rettilinee sull'una corrisponde sull'altra quello delle asintotiche 
curvilinee. 
Le generatrici sulla rigata S siano le v -  cost. e sulla S' le u--cost. DovrA essere 
p = O~ q' --- O~ 
cio6, essendo p = o, dovr~I + soddisfare alle seguenti due equazioni alle derivate par- 
ziali del second'ordine: 
(4) t ) +.  +g+ = - ~ - H~ - -  +r  . 
Indichiamo con 9 il secondo membro della seconda di queste equazioni, la con- 
seguenza differenziale di esse ~ (n ~ x3) 
(5) q(hb.-~-ehb).+ 0 l~ 1 / r  W -[- - -o .  Ou Ou 
Calcoliamo il primo membro della (5) e cominciamo perci6 dal calcolo di 
Ricorreremo alle espressioni di O M O H 3u- e di 7  fornite daUe (9) del n ~ 3 e alle equazioni 
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(II I) (del n ~ 4) a cui soddisfa cot ,, e si avr:t 
0 It 
+I- 
+ H(  a l~ l/~- a+Ov au ~- 
MlOl~ ) =M(+, ,+e+) - -  \ a,, + e+ 
M 0 lOg0ul/~- H 0 lo nc3v 1/~- l- H N cot q + y ] i  0-~ 
) l 01ogr ( ~'~to3+ 01ogl/~-O+ ~_f+ _ - -H  +HK cota - [ -  
Ou Or O~- t / tOy 
(+ ') - 0 log 1/~ - 1/ft ? 0+ KI/~- cot ~r + ~ + - -  +l/~cot a c3u t c3u 
---- M(+" -+- e+) -~-" !c3 l~ l /8 - (0u  --+- K(cot a--I- @) I  (M0~+u -- H~v - -  + 1/8cot a) . 
0M Segue immediatamente da ci6, se si tien conto di nuovo dell'espressione di 0~ 
fornita dalle (9) del n ~ 3, che il primo membro della equazione (5) si scrive 
q i. 0 r 01ogl/?- / co t~+ P i 0+_  a~ ~/, {M~-~ log - -  -- H +l /~- k t - ) i (  M~ H~+v -- + 1/~-c~ 
ql/~ Ov l 





(6) M log q i/- ~ -- O v + 1/~- cot, -I- = o. 
Per q = o la superficie S 6 una quadrica e le equazioni (4) diventano 
+,2 -'}-'f + --  o, 
+,,+g+=o, 
costituenti un sistema in involuzione; si ricade nelle congruenze W considerate al 
n ~ precedente, nel caso particolare che una delle falde focali sia una quadrica. 
Supponiamo percib q ~ o. Dovr~t allora valere identicamente la (6) che stabilisce 
una relazione fra gli elementi 0, t, a e di cui ci varrerno per esprimere cot e in fun- 
zione di 0 e t; si avni 
cot~- -mM+hH P 
t ' 
I 0 log 1/~- ! ~ log q 1 /~-  m, = h. 
r av 
Riprendiamo le equazioni (II*) del n ~ 2, e scriviamo la seconda di queste sosti- 
tuendovi l valore (7) di cot a; si otterri, poich6 
c3cot~r t~ 01ogt c) m Oh H c3 M b C3 H p dlog~ 
0v t av =a~-M+b~ +mffg+ 0v t dr ' 
, ( +) sen' a t' = x -1- (m M -}- b H) m M -1- hH - -  2 , 
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l'equazione 
(8) 
IN+N(mM+bH)(mM+bH- -2+)+ ~ t 
t OM bOH Om M Oh H 
Ma per le (9) del n ~ 3 e per la (7), si ha 
O M M C) log r ( Ov -- 8v -a t -qH+MN mM+bH 
c) H _ M 0 log 1/~ 
Ov Ou 
0 log t~ 




e sostimendo quindi nella (8) si ottiene 
N + b(HN-- MK)(mM + hH-- 2+)  + Pt Olog,ov 
hM ~log 1/?- Om u Oh + mqH_ bH Ol~ + + 1t, 
Ov Ou Ov 
b(HN--MK)--hl /~ ~ log l/p- 
c)m) (O log?  
FF +H b Ov 
se ne deduce 
N-3 V M (m 0 l~-v[/~- ~-m ~ -JV b O3 l~_/~- 
Ora si ha, per le identitA (4) del n ~ io, 
b ~ log p 
Ov 
Oh g 
mq--~-~ - -o.  
01ogr 0 log r 0m I ~'r 0_~ log q~ 0 log 1/~- ~_ m - -  -~- b --  - -  
m Ov c)v c)u Or I/~V Ouo)v ] ' 
onde segue che la (8) potrfi, in ukima analisi, scriversi: 
- ( f  0 ~ log q.~ __ Hg = o, NfS+M -- OuOv ]
ed osservando che 
Nl/g+ Mr-- Hg -- o, 
se ne deduce che l'equazione (8) equivale alla seguente 
02 log q 
(9) OuOv = o, 
che non contiene alcuna funzione incognita e che esprime perci6 una condizione a cui 
deve di necessith soddisfare la rigata S. 
Troviamo dunque che: Condizione necessaria ffinch~ una rigata S possa assumersi 
come prima falda locale di una congruenza W la cui seconda falda locale S sia altresl 
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rigata, colla condizione che mentre il fuoco F su S percorre un'asintotica rettilinea 
(curvilinea) il fuoco F' su S' percorre un'asintotica curvilinea (rettilinea), ~ che, u e v 
designando i parametri delle asintotiche, si abbia identicamente 
2c~21ogp 20321ogq = t l i t  2 032 ilI (22ff 032 , 
- - -o .  
Se cio6 v(u) ~ il parametro delle asintotiche su S dovrfi q(p) risultare il prodotto di 
una funzione della sola u per una funzione della solav. 
16. La condizione (9) ~ sufficiente per l'esistenza delle congruenze W della specie 
che consideriamo, di prima falda focale S. t~ quello che andiamo a dimostrare. 
Perci6 occorre evidentemente far vedere che, posto 
(7) cot (~ - -  m m -1- b H ~,  
si pub simukaneamente soddisfare, con tre funzioni 0, t, + atle equazioni (I) e (II*) 
del n ~ 2 e alle equazioni (4) del precedente. La seconda equazione delle (II*)~, come 
abbiamo visto, identicamente soddisfatta in virtfi deU'identitA (9) che supponiamo sus- 
sistere, si possono e si devono dunque soltanto considerare l  equazioni (I) e la prima 
delle (II*), insieme alle (4). 
Poniamo per abbreviare 
mM + bH- -  ta, 
mentre che col simboli F~, F ,  F ,  . . .  indicheremo talvolta le derivate di una fun- 




(II) 030 ( +) 
01ogt Ologr gn+t_tgo + w) -  a./, 
c3u 03u 2p 
ed ~ bene osservare che, essendo [per le formole (9) del n ~ 3] 
M. = - -  M 03 log t/?- H~ log 1/? + H N f2, 
Ou 03v 
/-/----- - -  H 031ogr O--~ + HKtl, 
nell'espressione d lla derivata ta 
Si ha invece (fir. n o 15) 
(II,*) 
dove si ~ posto 
di fl non compare altra funzione incognita the la O. 
+ - -2  , 
raN+ b K = ~, 
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e quindi, in forza della (II*), 
0 log 1/~- !3~ log 1/~- 
l~,~-- N,-[ -  fl,, 3 v -[- ~ , cg u cg v -j- ( M fi)~ -n t- M K fi ( I 3 y fl~) 
2 t~ I(M~)~ -}- Mi] 3 l~ 1/~- I t 3u -{-- KMi~ ; 
ed anche qui si osserver~l che nelle espressioni di N e di (M~),, non compare chela 
funzione incognita 0. 
Nell'ipotesi che siano verificate le ( I )  e la (II*), se ne deduce (cfr. n ~ 4), ore si 
tenga conto dell'identit~l (9), l'esistenza di una funzione log + soddisfacente aUe equazioni 
l~ log + 3 log 1/~- t 
log + r log t N ~- 
c~v -- 0v N~ + , 
(Io) 
le quali definiscono (a meno di un fattore costante) la funzione caratteristica + a cui 
appartiene la deformazione infinitesima relativa lla congruenza /4/" di cui vogliamo di- 
mostrare l'esistenza. Bisogna ora scrivere che la funzione 4, definita dalle (Io), soddisfa 
alle equazioni (4). Perci6 introduciamo una nuova funzione incognita "r ponendo: 
3 log t 
3v -- ~; 
si avr~, daUa seconda deUe (IO)e per la (H*), se consideriamo in primo luogo la 
prima delle equazioni (4), 
21~ ( 3 log 1/~- +KNl i )  c~ log ~? 3-r N . i~- -NK( I . -{ - I~2)+ T N~-+ N c)u 
8uc~v -- 0u 
e quindi l'equazione menzionata dar~l 
- -  N ~I + N i l .  - -  2 KN 0 + 1~2) 01ogl/p3u -  log V'~-3v +f" 
La seconda delle equazioni (4) si scrive 
32 log ~ ['c) log +~ 2 [c~logr H)  c)log + ql /8(  ~_) 
c)v +\  c)v ! 0v =o,  
per cui, se si tien conto delle espressioni di N~ e di ft., darA: 
-[-g -- 3 N-~-~, -]- C + M'(ll~ -- i). 
La nostra questione 6, dopo quanto precede, videntemente ricondotta d esaminare 
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il seguente sistema ai differenziali totali nelle funzioni incognite 0, t, ":: 
(B) 
0 log t 
~u 




( Oz-%,+B--M P-- 
log 14- KL). + t {K(I + t) 0 - -  ll,/, 
o3$c)u _ 2~ (N" -lt- N~l~~ -l- N Kt~ ) -3f- ~{ K( I -lt- ~ -- a'l ( "r -{- 
--~n+Na.--~NO +q~) OlogCp01ogVp~_f, 
c)u c)v - -~  
0"~0V__ 2[~t 1 N0 lOg 1/~0v (g "~- M2)(')- ql/~r -~'( 2N')" (~ log r0v 
21- g - -  3 N2t~ "r -If_ ,r 2 _it_ M=(a = _ i), 
t 
per discuterne le condizioni di integrabilitL Dimostreremo che il sistema (B) ~ illimita- 
tamente integrabile. 
17. Gi~i sappiamo che le conseguenze differenziali della prima e dell'ultima coppia 
di equazioni del sistema (B) risultano identicamente soddisfatte, in virtfi delle equazioni 
del sistema e deU'identit~. (9) (cfr. n ~ 5 e n ~ 15); non rimane perci6 che a considerare 
la conseguenza differenziale della seconda coppia di equazioni. Questa conseguenza con- 
duce all'equazione 
0 "~ c~  log 1/~ 
Ou - -  OuOv 
zt (I -[- ~Y)-- fl.} -- t {K(I+~Y)--L-).}8I~ (Kg.),, + ~-f{K ~ Ov 
+ ~tK~,(I + W) + 2aa/C-- a~/; 
verificheremo che q.uest'equazione coincide colla quinta delte (B) e dopo ci6 avremo di- 
mostrata l'illimitata integrabilit~i del sistema (B). 
A1 nostro ultimo scopo occorre e basta verificare che si ha identicamente 
(I0 0 log 1/~- c) log 1/~- +f  {-(K P.)~ - -N t~-~-NI~ --2NK(I  +I~ ~) Ou 8v 8uSv 
- -  t , IK , , ( i  +f l~)+ 2 ti a K - -  f~.,,/= o. 
2? 
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Ora, se si ricorre ali'espressione di K fornita dalle (9) del n ~ 3 e a queUa di fly 
data al numero precedente, si trova 
(K~I)~, ---- - -  NII c) log 1/~- HM~Y + NK 2 I- KM~I-~I + 2~t M(H l l  ~ K-~), cgu 
K,( I  -~- ~Y) -~- 2~1~1 K
K o~ log - -  ~.u -- N~-67~ - ( I+p '~) -HM( I+tY)~I+2KNa+2KMf i~Y 
- [ - ?  M IH( I  +f l * ) - -  aKf l f f t ;  
pertanto, tenendo anche conto delia data espressione di ~1~, si rileva che il primo membro 
della (I i) si pu6 scrivere 
t 
dove A,, A_,, A o sono espressioni che non contengono akra funzione incognita al- 
l'infuori di O. 
Dimostreremo che, identicamente, 





e quindi, per essere 
03) 
- - I  
+ N( I  + tY) 
A, - -  o) A_, - -  o) A o --" o. 
- -  N. + N D log 1/e- Ou + NKt I  + HMI1  --  MK-~, 
N u = --  N o~ log l/?- K e~ log l/~ H M tl, 
Ou Ov 
A, - - - -K  D log fb- 
Ov 
+ K(Na --  M-~), 
~v 
Otog V? _j_ H Mt~(I + tY) - -  2KNt~ -- 2 KM6fY  + N a ~u 
~176 t'P- + ~'.(Mi-~L + ug~o + W), 
+ a OuOv 
ma ~, per la ( I3 ) ,  
0 log r 
- -  K (~Y-- x )+KN~( I  + tY) - -  2 KNf2-  2 KUf i f l  ~ + MKi~(I  + iY) 0v 
0 log f f  
- -  - -  K (W- -  i )+  K(M~- -N i i )+  K.(Y(Nt~ --  M~) - -  o, 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXVII (t ~ sem. t9t4). -- Stampato il 6 novembre x9t }. 3x 
Na- -M~ 
= N(mg + h H)- -  M(m N + h ~) = h(HN -- MK) = beg- -  0 l~162 
A ~o.  
Si ha 
= K N~] ( I  .+  ~).-') + K( I  + ~]2) 0 log ]/~- N a ~)-u - -  K -~ lo.~g ~- - -  (~]2 _ I )  
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ne segue 
A_  x - - ( I  +f~')  ( K 031~ l/-~Ov + N 03 l~ l/~-03u "+ HMt~)  --  N '~, ,  + N 
03' log 1/'?- ~ (M~) . ,  +a + 
03uOv 
e quindi, per la 02) e per la 03), 
A_, = --  N fl" -- N a ~ nt- fl ( M-fi). + fl 
Si ha infine 
032 l~ i 03.03v -a  (U //-- N a), 03'1ogr 
- -  03u03v ~-- 
A o - -  Nt~,, - -  N, ~.~. - -  2 NK( i  + il ~) 
03 log 1/~- 
- -Na- -  03 u 
ma ~, per la ( i3)  , 
03' log 1/p- 
Nf~.~N ~ 03u03v 
e siccome 
ne segue 
03 log 1/~ - 03 log 1/~ - 
Ou Ov +f  
03' log 1/~- 
Ou03v 
HM~" + NK-  HM(r  -31-- fl') + 2KMflFI  
- -  (Mf i ) .  - -  Mf i  03 log 1/~- 
c)u ' 
(M-~) . - - (N~2--M~).  03= log l/p- 
03 u 03 v 
03 log 1/~- 
- -  2NKf l*  .3 t- 2KMiI-~ - -  - -  2K~ c)v 
Ao = - -  2Nt~ - -  2Ktulog.r~ t/~- 
03v 
f - -  NK- -  HM- -  o, 
O. 
03 log 1/~- 03 log 1/~- __ o. 
03u Ov 
I8. Le conseguenze differenziali delle equazioni del sistema (B)sono dunque iden- 
ticamente verificate in virtfi delle equazioni stesse, il sistema ~ perci6 illimitatamente 
integrabile; alle funzioni incognite 0, t, "r potremo arbitrariamente assegnare i valori 
in un punto (u, v), in seguito a che esse risultano individuate con esse la pith generale 
congruenza W che, avendo la rigata S per prima falda focale, ha la seconda falda fo- 
cale S' altresl rigata, in tale relazione colla S che mentre il fuoco F su S percorre 
un'asintotica rettilinea (curvilinea)il fuoco F' su S' percorre un'asintotica curvilinea 
(rettilinea). 
Come le funzioni 0 e t rappresentano elementi geometrici ben definiti della con- 
gruenza W in considerazione, cosl pure dai valori della funzione -r potremo far dipen- 
dere biunivocamente (almeno in generale) un altro elemento geometrico della congruenza. 
Ricorrendo infatti alle formole (r)  e (3) del n ~ 9 si trova, per l'angolo 2 o' delle linee 
e quindi, per la (r2) e di nuovo per la (I3), 
 logCF 
A o = (Nf~ --  Mfi)  03u 
2HMP.2__ Nf~031ogl/~ M~lOgl/p 031ogl/~ 031ogl/~- 
Ou Ou 03u Ov ' 
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asintotiche di S' incrociantesi nel punto (u, v), 
MSlOg+ 
., 1/ E' G'- -F" "." 1,/~ ' I 
tang(2 , , ) - - -  F' =! /~'--- 
HSlOg+ 
3F 




HM ' sent c31og+ t -~u -~- Kcota) ( ~ -~- Ncotn)-}- -  
tang (2 o;) = A "r ~t_ B 
C' r+D ' 
seD2~ 
dove A, B, C, D designano espressioni nelle quali entrano solamente, okre gli elementi 
di S, le funzioni 0 e t. 
Segue dalla (x4) che se in un punto (u, v) si assegnano a t e 0 valori pei quali 
risulti 
AD- -  BC=~o,  
potremo poi, disponendo del valore di % dare all'angolo 2 o~' delle asintotiche di S' 
passanti per quel punto il valore che pifi ci place ( [  o e <7) ,  e ci6 in un sol modo. 
Possiamo, dopo quanto precede, raccogliere nel seguente teorema i risultati ottenuti. 
Condi~ione necessaria e sufficiente affnch~ una rigata S possa assumersi come prima 
falda focale di una congruen~a rettilinea I41 Ia cui seconda falda locale S' sia altresi 
rigata, colla condi~ione cbe mentre il fuoco F su S percorre un'asintotica rettilinea (cur- 
vilinea) il fuoco F' su S' percorra un'asintotica curvilinea (rettilinea), ~ cbe, u e v desi- 
gnando i parametri delle asintoticbe, si abbia identicamente 
c3uOvt 2 ) + OuOvt i ) 
Soddisfatta questa condi~ione, tutte le indicate congruence IV si ottengono integrando 
il sistema (B) ai differenz.iali totali illimitatamente integrabile. Se ne deduce cbe queste 
congruenze sono 003, e ognuna di esse riesce determinata (almeno in generale) coll'asse- 
gnare ad arbitrio in un punto F di S il tratto focale F F', in grande~za e dire~ione z2), 
e nel punto F' l'angolo delle asintoticbe di S'. 
I risultati ottenuti possono anche essere interpretati dal punto di vista delie trasfor- 
mazioni asintotiche delle superficie rigate che, riferite ai parametri deUe asintotiche, hanno 
i coefficienti della loro prima forma fondamentale gati dalla relazione (a), e si ha il 
teorema : 
Nota una rigata S che, riferita ai parametri delle asintotiche, ha i coe~icienti della 
prima forma fondamentale gati dalla relazione (a), mediante l'integrazione del sistema 
(B) ai differenziali totali, illimitatamente integrabile, si avranno tutte le o~ ~ sue trasfor- 
mate asintotiche godenti della medesima propriet& 
~z) I1 piano locale per FF' tangente alia S' risulta individuato di posizione in seguito ai valori 
dati a t e a O, come vuole la (7) del n ~ z6. 
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Una rigata S appartenente alia specie considerata ~ l'elicoide rigata d'area minima. 
Dall'elicoide rigata d'area minima si possono dunque dedurre o~ 3 superficie NUOVE della 
detta specie e ci6 mediante l'integrazione di un sistema ai differenziali totali illimitata- 
mente integrabile. 
Parma, giugno I9I 3. 
MAURO PtcoNv. ,  
